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Zagadnienia statecznosci ustrojow

Dr hab. inz. Piotr Marek



Podstawowe pojecia. Metody rozwigzania

Zjawisko utraty statecznosci wystepuje w ustrojach, w ktorych jeden wymiar, np. grubos¢, lub dwa wymiary
przekroju, s3 mate w pordwnaniu z pozostatymi.
Metode badania utraty statecznosci przedstawimy na przyktadzie:
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Rys. 15.1. Przyktad analizy statecznosci ustroju

Wychyleniu rolki o kat « towarzyszy tu zmiana wartosci 1 kie-
runku reakcji z N na N, oraz pojawienie si¢ sily K(R+r)sin « w sprezynie. Badajac na
razie tylko male wychylenie « widzimy, ze na rolk¢ dziala w kierunku 4 'C sila

P=0Qsina—K(R+r)sinacosa =~ [Q—K(R+r)]|«,

gdy O = K(R+r), ustrdj, ustréj jest w stanie réwnnw;_gi obnjn:tnuej.'



Metoda analizy rownowagi

a) okreflenie stanu réwnowagi pierwotnej (posta¢ odksztalcen, charakter i wartosé
wszystkich sit wewnetrznych i zewnetrznych),

'b) okreslenie wychylenia ustroju z plerwotnej réwnowagi i towarzyszgcych temu
zmian wartosci, kierunkow i charakteru wszystkich sit,

¢) sformutowanie i rozwigzanie warunku réwnowagi ustroju w stanie wychylonym
oraz dyskusja wynikow.



ZADANIE 1. Wyznaczy¢ krytyczng wartoéé sity P pryzmatycznego preta wspornikowego z dodatkowa spre-
zysta podporg (rys. 15.3).

Rozwiazanie. Poniewaz etap a) jest identyczny, jak w przyktadzie z rys. 15.2, przechodzimy od
razu do etapu b), w ktérym zakladamy wychylenie w (x), jak podaje rysunek. Temu wychyleniu towa-
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Rys. 15.3. Wyboczenie wspornika z dodatkowa podpora sprezysta

rzyszy pojawienie si¢ reakcji sprezyny Kwy, wobec czego w badanym przekroju € moment gnacy od
obcigzenia jest

P-CD—Kwy(l—x) = P (ws—w) —Kws(l—x) .
Réwnowaga kazdego clementu wyboczonego preta zajdzie, gdy

EJ, w’ = P(wp—w)—Kwp(l—x) ,
skad po uporzadkowaniu otrzymujemy rOwnanie rézniczkowe

EJ, w'+Pw = [P—K (I—x)] ws,




EJ, w"' +Pw = [P—K (I—x)] wg ,

w ktérym wg jest wartofciq stala. Rozwigzanie rownania
w (x) = By sin kx+ B, cos kx+[1 —(K[P) (I—x)] ws

zawiera stale calkowania B;: i B;, przy czym k = '/P,-‘E.Ir Do wyznaczenia tych stalych oraz ugigcia wy
mamy teraz warunki
(“‘Ilt—'ﬂ = 0 3 {“‘r!]x—l:l = ﬂ 5 (W)III- = Wz,

dajace w wyniku nastepujacy uk’mﬂ rfrwnaﬁ je.:duﬂr-:ndn}rch
0-B;+ 1-B,+[1—(Kl/P)]ws =0,
k B+ 0B+ (K/Pywy =0,
Siﬂkfﬂl-l-l:ﬂ"ﬂkfﬂz-]‘ O0-wg =0.

Trywialne rozwiazanie tego ukladu, tj. By = Bz = wp = 0, oznacza rdwnowagg preta w postaci prostei,
Niezerowe rozwigzanie, czyli rGwnowagg w postaci wygietej, otrzymamy przyréwnujac do zera wyzna-
cznik charakterystyczny D tego ukladu rownan, tj.

0 1 1—(KIP) |
D=| & 0 KPP |=0.
| sin kI cos ki 0

W wyniku tego mamy zaleznos¢‘’.
(K/P)sin ki+k [1—(KIl/P)lcos kIl =0,

ktéra po przeksztalceniach ma postac
tg kI = kI—(EL/KIP) (kI)? .




tg kI = ki—(EJ,[KI?) (kI)* .

Wartosé (kDmie Spelniajaca to réwnanie przesigpne wyznaczamy wykredlnie (rys. 15.4) jako odcigta
odpowiadajaca punktom «, f, ... przeciecia krzywej ¥; = tg kl z krzywa

Y, = ki—(1/%) (kI)*,
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Rys. 15.4. Wynik rozwigzania wyboczenia z rys. 15.3

gdzie parametr » = KI*/EJ, charakteryzuje wzglgdng sztywnosé sprezyny. Przypadek x = oo odpo-
wiada sztywnej podporze jak na rys. 15.2 i wtedy & = 0,701. Przypadek » = 0 oznacza pret wsporniko-
wv bez podpory i wtedy I, = 2/ (art. 6.4). W sytuacjach posrednich wartodci [/l podaje rysunek.



ZADANIE 2

Rozwigzanie. Obraz preta w stanie wygigtym jest podobny do rys. 15.3, gdyz linki powoduja
zmiang kierunku sily P, w wyniku czego na koniec B dzialaja: pozioma sita P cos « =~ P oraz pionowa

Pws[L. Ta ostatnia speinia wi¢c rolg sprezyny o sztywnosci X = P/L. Wstawiajac te warto$é do row-
nania okreslajacego wielko$¢ Al mamy teraz zaleznosé

tgkl = —kI (L/D—1],
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Rys. 15.5. Wyboczenie preta ze sterowana zmiana kierunku sity P

ktorej rozwigzanie metoda wykresing (rys. 15.6) daje warto$¢ (k/)m. Widaé, ze gdy L/l > 1, czyli gdy
rolki prowadzace linki sg na prawo od punktu A4, wowczas (1/2) < (kD)ms < ®. Gdy L = I, woéwczas
(kDwia = ™, a swobodna dlugosé /; =7 jak dla preta przegubowo podpartego na koncach (przypadek
podstawowy). Gdy L < /, prosta ¥, przecina krzywa Y; dla kAl w przedziale w, 3m/2 1 wtedy I, < /.

Powyzsza dyskusja wskazuje, jak duza rol¢ w analizie wyboczenia odgrywa kwestia zmiany kierunku
sit obciazajacych.
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Rys. 15.6. Rozwigzanie rOwnania tgkl/ =

= —kI{(LI)—1]



ZADANIE 3 ;
EJ,y =4EJ,;, a = b = If2.
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a ich rozwiazanie przy oznaczeniach k; = JP,’EJ“, ks = '/PIEJﬂ jest
wi(x) = B, sin kyx-+ Bz cos kyx , wa(x) = C, sin kax+ Cs cos kax .
Stale B,, B, C; 1 C; wyznaczamy Z nastepujacych warunkow;

(“‘"J)xl-u =0 1 [wl}:l=d = ':"FE}.I!I'I ’ [Wi}xlr.r = (“’E}x==a s {WE}:—J =0,



ZADANIE 4

5. Na pryzmatyczny pionowy prgt wywarto za posrednictwem cieczy cisnienie p wywolujace w pre- B«L p
cie sitg Sciskajaca N = pd (rys. 15.9). Czy w tych warunkach pret moZe wyboczyé sie? F—~T—
Odp. Nie. Zalozmy na chwilg, Ze pret ma postaé wygigta. Ciénienic p dziatajace na cala powierzchnie | ~7 I (i i
(boczna i gorna) odcigtej myslowo czesci BC ma wypadkowa pA prostopadla do przekroju C i przecho- — | f—
dzaca przez jego $rodek cigzkosci, nie daje natomiast zadnego momentu zginajgcego. Wynikajacy ze zgie- ot ' e
cia preta moment EJ, w'’ jest wigc réwny zeru, skad wynika w = 0, czyli réwnowaga w postaci proste;. s =3
Codziennym przykiadem tego sa rosliny w wodzie, ktére mimo swej wiotkosci zachowuja prosta posta¢ | —= f':
—t |
= | s
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6. Pryzmatyczny niewazki pret oparty na nieprzesuwnych przegubach (rys. 15.10) ogrzewamy réw-
nomiernie o Ar. Wyznaczyé wartosé As,, przy ktorej pret ulegnie wyboczeniu.

O dp. Wobec braku swobody wydluzenia si¢ powstaje w precie sita sciskajaca P = EAA, At (art. 10.8).
Wyboczenie nastapi, gdy P = P, = m*EJ,[I*, skad Ar, = w?/A%A,, gdzie A = lfi, smukloéé preta,
a A, — wspdlczynnik rozszerzalnodci liniowej.
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Rys. 15.17. Przemieszczenia przekroju $ciskanego preta przy roznych formach utraty statecznosci
Pierwotne poloZenic przekroju narysowano linig cigely,
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Rys. 15.18. Typowy wykres o0y(4) dla cienkosciennego profilu otwartego



Rys. 15.19. Jakosciowa analiza wyboczenia ustroju (ramy)



Rys. 15.21. Przyklady réznych form utraty statecznoS$ci



STATECZNOSC PEYT I POWLOK

podtuzniczka

Rys. 11.1 Obraz lokalnej i ogdlnej utraty statecznosei konstrukeji



b2 \a ° bm
Z wszystkich mozliwych wartodei n, odpowiadajacych réznym postaciom ugieeia,
t). réznym n 1 m, interesuje nas warto$é najmniejsza. Poniewaz we wzorze (11.3a) =

2 2 2
n =50 (m b J-nﬂ—f‘-_g) . (11.3a)
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Rys. 11.3. Wyboczenie plyty podpartej przegubowo na czterech brzegach
a) geometria; b) wynik analizy; ¢) obraz odksztalcen w przypadku a > b.
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Rvs. 11.4. Wyboczenie przy Scinaniu. We wzorze na o, wymiar
h jest zawsze dlugosecia krotszego boku
Krzywe: 7 — wszystkie 4 brzegi plyty zamoeowane; 2 — brzegt dinisze zamo-
cowane, krofsze przegubowo podparte; 3 — brzegi krotsze zamocowane, dhuisze
przegubowo podparte; 4 — wszystkie 4 brzegl przegubowo podparte,
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Rys. 11.5. Napretenia krytyezne plyty sciskeane] przy réinych warankech brzegowych

odksztaleeri popreecsznych na skutek istnienia usztywnien poprzecenyeh (np. Zeber). W przypadku
zeber sztywno zwigzanych z pokryciem, wplyw ten moina oszacowed, wprowadzajse wspolezynnik »

= Aulad (11.6)
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O = 0,41E] — (11.14)

(&
jako wartoéé naprezen krytyeznych jednako-

¢ wa dla obydwu écianek. Pordwnujac ten wy-
nik z obliczong wedlug art. 10.6 wartosecia o,
dla przypadku wyboezenia skrefnego™
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Rys. 11.15. Wyboczenie lokalne profilu kag- Rys. 11.16. Geometria profili analizo-
towege wanych na wyboczenie lokalne

a) obraz odkaztaleefi; D) statyka poszezegolnveh
scianek: ¢} ukiad osi 1 oznaczenia.
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Rys. 11.27, Osiowo symefryczne wybocZonie
feiskane] powloki eylindrycznej
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Rys. 11.28. Warianty przeskoku sciskanej powloki oylindryeznej
a) przeskok na maszynie szivwne); b} przeskok na maszyme ohciatnikowei.

Wyboczenie powtoki walcowej:
https://www.youtube.com/watch?v=AXSG301Jap0&t=7s&ab channel=VGOInc.

Préba cisnieniowa zbiornika (cysterny)
https://www.youtube.com/watch?time continue=8&v=2WJVHtF8GwI&feature
=emb logo

https://www.youtube.com/watch?v=VS6lckF1CMOQ

https://www.youtube.com/watch?v=0N17tEW WEU&ab channel=Infrastruct
ure%26ProcessSolutionsinfrastructure%26ProcessSolutions



https://www.youtube.com/watch?time_continue=8&v=2WJVHtF8GwI&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=VS6IckF1CM0
https://www.youtube.com/watch?v=0N17tEW_WEU&ab_channel=Infrastructure%26ProcessSolutionsInfrastructure%26ProcessSolutions
https://www.youtube.com/watch?v=AXSG3q1Jqp0&t=7s&ab_channel=VGOInc

